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Introduction

Invariance d'échelle dans le monde réel
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Introduction

Autosimilarité : définition

(Bu(t)},er & {aHBH(t/a)}tGR, Ya >0

— paramétre d'autosimilarité 0 < H < 1

Objectif : Estimation de H a partir d'un signal de taille finie (V)
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Introduction

Autosimilarité : modéle

Mouvement brownien fractionnaire

Définition

Processus gaussien By autosimilaire de paramétre H
® Loi: Br(t) ~N(0,07), Br(0)=0
® Variance : 07 = E [Bu(t)Bu(t)] = Cu|t|*"

® Accroissements stationnaires

— Fonction de covariance :

E (B (1B (s)] = T (1P + [ — |t — 5"
— Rugosité (Holder) h = H
B (t)
t t t
H =01 H =05 H=0.7
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Introduction

Autosimilarité : analyse

Transformée en ondelettes
D(2’ k) = (U, »|Bu)

;D) Spectre d’'ondelettes
. . Variance a | echelle 27
= 0 . .
RTINS ZDzJ
ik
ik(t) = 279240 (279¢ — k) nj =N/2/, N : tallle d’échantillon

L ondelette mére v translatée et dilatée
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Introduction

Autosimilarité : analyse

Transformée en ondelettes
D(2’ k) = (), »|Bu)

Bu(t) ; D@.H) Spectre d’'ondelettes
j{}\k/(:) . . Variance a | echeIIe 27
= | e . .
- teteratens ZDQJ
t 20k
k() = 2792900 (279t — k) nj = N/2/, N : tallledechantlllon

L ondelette meére v translatée et dilatée

Bp autosimilaire

= loi de puissance : S(27) oc (27)ZH+D 20 —~log, 5(2)
[Flandrin, 1992] --2H+1
10
— Régression linéaire en log-log
1 O =
ij log, S 2])75 o j =log, %

[Abry et Veitch, 1998]
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Introduction

Données multivariées

Collection de signaux décrivant un méme systéme

Electroencephalogram (EEG)

Electrodes

Source: speakingofresearch.com/tag/eeg/

— M analyses univariées ?

— 1 analyse multivariée ?
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Modélisation

Gliederung

® Modélisation
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Modélisation

Autosimilarité multivariée : extension naturelle

Collection de M mouvements browniens fractionnaires corrélés
[Mason et Xiao, 2002; Amblard et Cceurjolly, 2011]

_ Bus()
L
W

Matrice de covariance

Hyy

® Modélisation : H = (Hy,...,Hy), 2

® M relations d'autosimilarité univariées :

{(Brrs(t)myrer "= {a"" (Brr.n(t/a))m}rer, Va >0
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Modélisation

Autosimilarité multivariée : extension naturelle

Collection de M mouvements browniens fractionnaires corrélés
[Mason et Xiao, 2002; Amblard et Cceurjolly, 2011]

Matrice de mélange |}/ = I X Bﬂ,Z(t) = BE,E,W (t)

1 0 0 WMWM MWM
0 1 0 NN, WH

| w . W .
Matrice de covariance

® Modélisation : H = (H1,...,Hum), X, W =1

® M relations d'autosimilarité univariées :

{(B.s(t))m }rer = {a™™ (Bu.x(t/a))m bier, Va >0
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Modélisation

Autosimilarité multivariée : modéle

Mouvement brownien fractionnaire multivarié
[Abry et al., 2019]

Matrice de mélange |1/ X Bus(t) = Buswl(t)

Wip Wi -+ Wiy MMWH, m
Wor Wap - Wan WH_) t

Wia Wiz -~ Waar| | A
t_|Hy t

>t

Matrice de covariance

® Modélisation : H = (Hy,...,Hy), 3, W réelle et inversible
® Relation d'autosimilarité multivariée :

{Ba,=,w(t)}ter i {agBﬂ,z,w(t/a)}tER, Ya > 0

1 . _
agzzﬁlogkagk, H = Wdiag(H) W !
k>0
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Modélisation

Autosimilarité multivariée : modéle

Mouvement brownien opérateur-fractionnaire [Didier et Pipiras, 2011]
e -1 () ) S) 5
Br.a(t) = i fo = YA+ f = 27A) B(f)
R

- [ €R,E[B(AN)BAf)]=df
- H : matrice complexe de taille M x M
- A : matrice complexe de taille M x M, det AA* >0

Mouvement brownien fractionnaire multivarié

M
H =W diag(H) W 1Correlatlon maxnmale_I

Bﬂ,z,w:Bg,A avec { ZA*:W(G@E)WT 82 -

- G = 5=T(Hm + Hyyr 4+ 1) sin (Hm + Hn) ) |oa

-det AA*>0=det GOX >0
[Lucas et al., 2023a]
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Estimation

Gliederung

© Estimation
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Estimation

Autosimilarité multivariée : analyse

Transformée en ondelettes multivariée [S]edReRelTe[H[SIRTIS

D(27,k) = (D1(27,k), ..., Dm(27,k))

Covariance a |'échelle 27

e ! P S11(27) - S1Lm(2)
! F 5(29) = . :
Smom(29) oo Swma(29)
S (29) = L D (27, k)D, /(27 k)
’ J k=1
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Estimation

Autosimilarité multivariée : analyse

Transformée en ondelettes multivariée [S]edReRelTe[H[SIRTIS

D(2,k) = (D1(2’, k), D (2, ) Covariance a I'échelle 27

Y=Busw Y D b S1,1(29) S S, m(29)
" ' 5(27) = - :
Smar(2) - Swma(27)
i , :
S (29) = L Dm (27, k)D, 1 (27, k)
! J k=1
v
Cas W =1 [Wendt et al., 2018]
B, w autosimilaire 20 M — 6
= loi de puissance : *?Ig?fgl’(ij)l
j iN(Hp+H, ,+1 - -Hy '
S (27) o (29) Fm Homr #1) 10
— Régression linéaire en log-log
R 122 ] ) 1 0
Hm,'m’ - 5 Z wj 10g2 ‘Sm,'m’ (2J) - 5 ! J = log2 2j
I 1 3 5 7
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Estimation

Autosimilarité multivariée : analyse

Transformée en ondelettes multivariée [ CReRelylelISaTSS

D2, k) = (D1(2",k),..., Du(2', k) Covariance a I'échelle 27
Sly1(2j) Sl,M(Qj)
S(Qj) = o .
Saa(27) - Sma(27)
) i . .
Sin ml(2]) === Dm(QJuk)Dm/(zj’k)
’ J k=1
V.
Cas W =1 [Wendt et al., 2018]
B, s,w autosimilaire 20 M=6
= loi de puissance : :'-_12052 Srin@]) .
Sim,m (27) o (2])(2Hm+1) 10 = :
— Régression linéaire en log-log
J 0
4

j =logy 2/

N | =

. 1 &3 )
HY = 3 Z wjlogy Sm,m(27) —
I=n 1 3 5 7
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Estimation

Autosimilarité multivariée : analyse

Transformée en ondelettes multivariée [JedCRe Kelylel ST

D(2,k) = (D1(2’,k),.., D (2, ) Covariance a |'échelle 27
31,1(2j) SLM(QJ')

S(29) =

SM,M(QJ.) SMyl(Qj)
) 5 ) )
1(29) =L > Dm(2?,k)D, (27, k)

Y - %,
v o R, .
' L
m,m n
g 3 i =
v

TR S

Cas W # | [Wendt et al., 2018]

Bu,=,w autosimilaire avec W # | M=6
= mélange de M(2 Iois/)de pEJ;Issaane :1) 20 10, 5,2 j
j m,m j o+ Hn+ - . 2
Sme (20) = ey (27) Wk 2H, +1 2
kn 10
— Régression linéaire en log-log 0
. 13 ) 1 L= o ;
Afj =5 > wilogs Smum(2) = 5 3 J = logy?
J=i1 1 3 5 7
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Estimation

Autosimilarité multivariée : analyse

Décomposition spectrale:

5\1(2j) 0 0
0 Xa(29) 0
S =U@2)| o 0 : U2t
: : 0
0 0 0 Am(29)

Estimation multivariée [Abry et Didier, 2018a; 2018b]

B s, w autosimalaire %0 M=6
= loi de puissance as_yTIgtotiq)ue : [ log, A (27)
by 27 o 27 2Hp+1 - .2H,, +1 g
%) j—rtoo @) 10

— Régression linéaire en log-log -

N 1 J2 . ) 1 0

H%[ - 5 Z wjlog2 )\M(QJ) - 5 r j = logy 2

J=i1 1 3 5 7
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Estimation
Biais de répulsion

Nombre fini n; de coefficients d'ondelettes disponibles
= A\m (2]) — )\m/(2]) > Am (2]) — )\m/(2]) pour H,, = H,,/ [Tao, 2012]

Hi=...=Hy
(A1 >Xa=...=Am)
. 20 =
! D, k) I R
[} [ ] 10
D 0 e o Z
S (@ ;
[C—— o( )o - — 5 e J o)
S(2itH) 3[ogy An(2)
O o000 00000000 0 00 —(logy Am(2") + (2Hy, + 1)j)
S(2j‘) o
)
3 j = logy(2))
1 3 5 7

A Nombre n; de coefficients d’ondelettes disponibles varie avec 27
= écart A,/ (27) — A\ (27) croissant avec 2’
= biais dans les régressions linéaires
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Estimation
Correction de |'estimation

— Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle [Wendt et al., 2019]
— Reproduction du biais au travers des échelles :

— Sw)(27) = ZkeF D(27,k)D(27, k)T Hy=..=Huy
L (A1 > X2 = =Am)
Card(Fw) =nj,, w=1,...,27277 -
/ D(2 k)
. . s
[0 . D o] 0
5(1)(2j1+2) 5La
0 o e e [ o o o 3[og; Xn(2)
SW (it 53 (2711) —(logy M (2") + (2H + 1)j)

(00 0 0000 ooee oee e
S (2]'1) S@ (21‘1) S@) (2]’1) S@ (21'1)

2k -3 Jj =logy(2)
1 3 5 7

— Valeurs propres A{")(27),...,A(¥)(27) de S (27)
L 5\5::),)(23') — ;\ﬁff)(?) similaires a toutes les échelles 27

— Moyenne des logarithmes : log, A, (27) = (log, A w)(23)>

— Régression linéaire : HMbe — % E wjlog, 5\m(2j)
J=ij1
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Estimation
Correction du biais de répulsion

Estimation non corrigée contre estimation corrigée

20

*IOgQ 5\m(2j) 1 -9-10g2 Xm (2j)

- -2H,, +1

101

Jj= _10g2(2j>.

3 [ogy A (27)
T (10g2 >‘m

(2") + (2Hn +1)5) || —(logy An(2") + (2Hm + 1))
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Estimation

Etude des performances asymptotiques théoriques

Cadre asymptotique

Double limite :

® N — 4o
® 271 . 272 45 1o
Vitesse de convergence des 271, ... 272 :
J1=71 + log, a(NV)
j2 = j9 + log, a(N)
avec

® o(N)~N? 1/Qw+1)<p<1
® o — min {min{QSiSM‘ Hi_Hi71>0}(H’i — Hifl), % + i}

[Abry et al., 2018a; 2018b]
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Estimation
Etude des performances asymptotiques théoriques

Pour Bﬂ,g,w,

~ U .
H — HsiW=I [Wendt et al., 2018]
~ M
H — H [Abry et Didier, 2018a; 2018b]
~ M,b
H ¢ — H [Lucas et al., 2023a]
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Estimation

Etude des performances asymptotiques théoriques

Pour Bﬂ,g,w,

~ U q
H — HsiW=I [Wendt et al., 2018]
~ M
H — H [Abry et Didier, 2018a; 2018b]
~ M,bc
H — H [Lucas et al., 2023a]

Normalité asymptotique

Pour B,z w, si AM(a(N)27) # ... # Aar(a(N)27) lorsque N — 400, alors

a(N) /~Mbc
S (H —g) — N(0,B)
[Lucas et al., 2023a]

22 / 55
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Estimation

Etude des performances asymptotiques théoriques

Pour Bﬂ,g,w,

~ U q
H — HsiW=I [Wendt et al., 2018]
~ M
H — H [Abry et Didier, 2018a; 2018b]
~ M,bc
H — H [Lucas et al., 2023a]

Normalité asymptotique

Pour B,z w, si AM(a(N)27) # ... # Aar(a(N)27) lorsque N — 400, alors

a(N) /~Mbc
S (H —g) — N(0,B)
[Lucas et al., 2023a]

o Effets de taille finie ?
® Impact des paramétres H, ¥ et W sur la corrélation g 7

22 / 55
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Estimation

Etude des performances empirique de taille finie

Simulations : 1000 réalisations, M = 6 composantes
® Tailles d'échantillon N € {2'3 ... 2%}
o 201 = q(N)2°,...,272 = a(N)2° with a(N) = 2191082 /2"
e ¥ =¥,
® 4 configurations :
W Alet Hy #...# Ha

-W#letHy=...=Hy
S W=letH, #...# Hu
-W=letH;=...=Hy

Mesures de performance des estimateurs H :
* sBias = (EH — H)(EH — H)"
* Cov=E[(EH — H)(EH — H)]
e MSE =E[(H — H)(H — H)"] = sBias + Cov
(erreur quadratique moyenne)

— norme spectrale ||.||2
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Estimation

~ M,bc

Distribution normale multivariée de H

Diagramme quantile-quantile :
(ENIJ)C . EEI\JJ)C) Cov (El\f[bc) -1 (El\d,lm . Eﬁl\l,bc) T

contre distribution du x? a M degrés de liberté

N =21 N =21 N =20 A fIN=2 AL |IN=2"7 2 |IN=28 A W #1
Hy#...# Hy
N =213 N =24 N =2t A|IN=26 N =217 N =28 £ W £ 1
Hi=..=Hy
=
— 9l3 — 9l4 N — 915 — 9l6 — 9lT J — 918
N =2 - N =2 N =2V N =2 N =2 N =2 / W =1
Hy#...# Hy
N = 213 N — old N:215+Jr N = 216 N = 217 N — 218
d W=l
Hy=...=Hwum

~ M,bc

— Normalité multivariée approximative de H , méme a faible N
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Estimation

Performances d'estimation comparées

. . . ., ~U
+ estimation univariée H

W | o e
Hi#...% Hy es.tlma.tlon mu’-clva.rfee H e
o estimation multivariée corrigée H
log, (||sBias(H)||2) log, (|| Cov(H)|2) log, (|[MSE(H)||2)
0
] ] _—
N e |
-12
-16
20 logy N logy N log, N

13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18

~U L R .
— H  biaisé par le paramétre dominant H

L. ~ M ~ M,bc
— performances similaires entre H et H

EI\/I,bc -~ FINI > EU

Soutenance de thése, Charles-Gérard Lucas 25 / 55



Estimation

Performances d'estimation comparées

. . . ., ~U
+ estimation univariée H

W # 1 N
H, = “#: Huy A estimation multivariée QM
o estimation multivariée corrigée EM’bC
logy (||sBias(Z) ) log, (|| Cov (H)||2) log, (|IMSE(H) |1»)

- \—A—A—H
-8 IS = %:z:e
-16

logy N logy N log, N

13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18

~U L - M
— H  moins biaisé que H car Hi =...= Hy
~ M,bc . ~ M . .. L .
— H meilleur que H  : correction du biais de répulsion
~Mbe _ M AU
>H ~
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Estimation

Performances d'estimation comparées

W =1 + estimation univariée EU
Hy#...# Hy A estimation multivariée EM
o estimation multivariée corrigée EM’bC
log, (||sBias(H)|») log, (||Cov(H)|») log, (| MSE(H)|»)

N W
-8 ""'hh‘—gq s —— 1

-12 \___.___4—./"
220 logy N logy N log, N

13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18

~ M ~M,bc . . .
— performances de H et H similaires au cas W # |

— compromis biais-covariance entre estimations univariée et multivariées

~ M,bc ~ M ~ U
H ~H ~H
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Estimation

Performances d'estimation comparées

. . . ., ~ U
W=l + estimation univariée H "
Hy=. . =Hy A estimation multivariée H
o estimation multivariée corrigée H R
log, (||sBias(H)|») logy (|| Cov(H)||2) log, (||[MSE()|»)

-16 \/a-—e—e—e
logy N logy N log, N

-20
13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18

U .. M
— H~ moins biaisé que H car Hi =...= Hy

~ M,bc . ~ M . .. L .
— H meilleur que H  : correction du biais de répulsion

= similaireaucas W #let Hi =... = Hu
oML .M - U
H"">H ~H
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Estimation

Synthése des performances d'estimation

H, #Wil Hu > A ~A s H
. :W ;é:l " N Hl\d,bc > EM N ;U
H, ;AW:; Hu = A ~A~E
H1:W::IHM N EI\IbCZEMNAU
EM’bC peut &tre utilisé dans toutes les configurations
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Estimation

Corrélation des estimateurs

. . Y
W 75 I + estimation univariée H

A estimati Itivarice A
estimation multivariée

Hi#...#Hy o . ~Mpbe
o estimation multivariée corrigée H

1
0.5

= === = 1| FOOGBE | RN | I | P2 S
log, N log, N log, N log, N log, N|™

|
|
E
E
E
Z :Lw

log, N log, N log, N log, N

4

log, N log, N log, N 1%

1

.5 3
==Yl vwwwe] | NSIN
5

1

=
3
1
=
3
t
=
7=

B b b

C=w

log, N
13 15 17

~ M,bc

L, L M .
— Quasi-décorrélation de H et H , méme pour N faible
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Estimation

Corrélation des estimateurs

. . . ” ~ U
W =1 + estimation univariée H
- ~ M
A estimation multivariée H
Hi#...#Hy o . ~Mpbe
o estimation multivariée corrigée H
1 m =2 m =3 m =4 m =5 m =6
0.5 3
ONAAAA > =4 ktA—k A ot! loma -A“‘
'U_'i logy N logy N logy N logy N logy N
13 15 17 1
0.5 —~—
it — PPN
0 Sp-ten-a-nl = ] |4 el |
’U"; log, N log, N log, N log, N
13 15 17 1
0.5 —~—
S2-g-ag-a| (S5
0 | [s===d=ima |
70{1) log, N log, N log, N 1%
13 15 17 1
0.5 3
corr(Hy,, H,,) 0 it | e I
’ 05 log, N log, N|*
13 15 17 1
0.5 4t 3
1] /Y I
'U"; log, N 1<
13 15 17

L o - M,b M .
— Quasi-décorrélation de H et H ', méme pour N faible
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Dénombrement et regroupement

Gliederung

@ Dénombrement et regroupement
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Dénombrement et regroupement
Tests d'égalité

Fluctuation de I'estimation : H,, #+ H,,, mémesi Hy,, = H,,/
Probléme :
® Combien de paramétres distincts dans H = (H1,...,Har) ?

® Combien de paramétres H,, prennent chacune de ces valeurs ?
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Dénombrement et regroupement
Tests d'égalité

Fluctuation de I'estimation : H,, #+ H,,, mémesi Hy,, = H,,/
Probléme :
® Combien de paramétres distincts dans H = (H1,...,Har) ?

® Combien de paramétres H,, prennent chacune de ces valeurs ?

Solutions :
® Tester H1 =...= Hy [Lucas et al., EUSIPCO, 2021]
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Dénombrement et regroupement
Tests d'égalité

Fluctuation de I'estimation : H,, # H,,, méme si Hp, = H,/
Probléme :
® Combien de paramétres distincts dans H = (H1,...,Har) ?

® Combien de paramétres H,, prennent chacune de ces valeurs ?

Solutions :
® Tester H1 =...= Hy [Lucas et al., EUSIPCO, 2021]
® Trier Hr(1y < ... < Hyy) = M — 1 tests pour Hyp, = Hppy1

[Lucas et al., ICASSP, 2022; Lucas et al., GRETSI 2022]

® ® OO O ®
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Dénombrement et regroupement
Tests d'égalité

Fluctuation de I'estimation : H,, # H,,, méme si Hp, = H,/
Probléme :
® Combien de paramétres distincts dans H = (H1,...,Har) ?

® Combien de paramétres H,, prennent chacune de ces valeurs ?

Solutions :
® Tester H1 =...= Hy [Lucas et al., EUSIPCO, 2021]
® Trier Hr(1y < ... < Hyy) = M — 1 tests pour Hyp, = Hppy1

[Lucas et al., ICASSP, 2022; Lucas et al., GRETSI 2022]

@ & &0 _0_ 0

) @) — (a) _
O =0 d® = d =1

o M(M — 1)/2 tests pour H,,, = H,,r, m # m/ [Lucas et al., 2023]

 Paramétres ~ Tests ‘
©0e 6= |o®

®
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Dénombrement et regroupement
Test pour H,, = H,

® Formulation :
— M(M —1)/2 hypothéses : H,, = H,,,/,
— Estimées multivariées corrigées fli\/[’bc, .

— Statistiques 5,,“,,,,,/ = fli\:}bc — Hp*
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Dénombrement et regroupement

Test pour H,, = H,

® Formulation :
— M(M —1)/2 hypothéses : H,, = H,,,/, <

— Estimées multivariées corrigées Hiv[’bc, o H}\l\i[[,bc
P 2 rM,bc rM,bc
— Statistiques 0,,, v = H ;7" — Hp’
® Distribution de 6,,, .,/ :
— approximativement gaussienne . A
en taille finie Distribution de 0,7,
sous Hy, = Hp

— centrée sous Hy, = H, 1

Pmm’

\/

Pmm =0 observation

34 / 55

Soutenance de thése, Charles-Gérard Lucas



Dénombrement et regroupement

Test pour H,, = H,

® Formulation :
— M(M —1)/2 hypothéses : H,, = H,,,/, <

— Estimées multivariées corrigées Hiv[’bc, o H}\l\i[[,bc
P 2 rM,bc rM,bc
— Statistiques 0,,, v = H ;7" — Hp’
® Distribution de 6,,, .,/ :
— approximativement gaussienne . A
en taille finie Distribution de 0,7,
sous Hy, = Hp

— centrée sous Hy, = H, 1

® p-valeurs :
|$m m/|
Pm,m! = 2(1-F | ———
Om,m/’ Pmm’
. i o >
F : fonction de répartition de la Jimgt =0 observation >
loi gaussienne standard
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Dénombrement et regroupement

Test pour H,, = H,

® Formulation :
— M(M —1)/2 hypothéses : Hyp, = H,,y, 1<m<m' <M

., . ., - 7 M,bc
— Estimées multivariées corrigées H; Y-

— Statistiques 5,,“,,,,,/ = fli\:}bc — Hp*

® Distribution de 6,,, .,/ :
— approximativement gaussienne .
Distribution de 0,7, m'

en taille finie
L sous Hy, = Hp
— centrée sous Hy, = H, 1

<>
Ol
® p-valeurs :
|$m m/|
Pm,m! = 2(1-F | ———
Om,m/’ Pmm’
F : fonction de répartition de la Jimgt =0 observation >
loi gaussienne standard
A\ Une seule observation = Om,m’ INCONNU
— estimation de o, s par bootstrap
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

DM
j
. . .
VD, . . . . 0
e o o o o o o o o
0000000000000
b >
2 Tl
D ]
1 . . .
J . . . . .
ol e e o ® o o o w e
AR TR TR DI Ty
. o o »
>
R 2k
>
Coefficients d'ondelettes 2k
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

Coefficients d'ondelettes

o U

]
D™

v"" L)
D30 Z >
i i Vi
D;®
i
/ .. _

ol Tk

Ré-échantillon bootstrap

WY
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

Coefficients d'ondelettes
o U

D™

WY

Ré-échantillon bootstrap
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

Coefficients d'ondelettes

o U

p J
D )

-.oo o-.o)’}.-o-/ﬂ >

YLLT

0..‘ Z’L

oo-o ---o
>

»

2,

Ré-échantillon bootstrap k
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

D,
b 2y 2k
1
i
.
.
. e s
N R .
Coefficients d'ondelettes 2k
Dy” @
Dy >
D;®

S
5
eeceooos R
>

Ré-échantillon bootstrap
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

o U

ecoeleecssBocody
Ré-échantillon bootstrap

WY
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

R ré-échantillons d'ondelettes
D" = (D;",... D)

o U

ecoeleecssBocody
Ré-échantillon bootstrap

WY
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

Dy
R ré-échantillons d'ondelettes
‘ D" = (D;",... D)
GRS ‘ v
R estimées bootstrap
A () % %
2 =, ')

S

Coefficients d'ondelettes
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

R ré-échantillons d'ondelettes
D" = (D;",... D)

o GRS ‘ U
b ’ 4 R estimées bootstrap
I: o 5o 0 o E*(T):(ﬁ;(r)""’ﬁ;\(}?ﬂ))
M A ST ) 7 (!
Coeficients d'ondelettes "2 R statistiques de test bootstrap
550 () _ )
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

R ré-échantillons d'ondelettes
D" = (D;",... D)

D{/] SRR ‘ U
o ' R estimées bootstrap
IE ‘.":' '.o;l E*(T) = (}'—t{;(r),""ﬁ;}?ﬂ))
N RO SO & . U
Coefficients d'ondelettes 2k R statistiques de test bootstrap
55 e _ ()
4

Estimées de paramétre de test

G =1/ Var* (67, )
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Dénombrement et regroupement

Ré-échantillonnage par bloc bootstrap temps-échelle multivarié

[Wendt et al., 2007; 2018]

R ré-échantillons d'ondelettes
D" = (D;",... D)

D{/] SRR ‘ U
o ' R estimées bootstrap
IE ‘.":' '.o;l E*(T) = (}'—t{;(r),""ﬁ;}?ﬂ))
N RO SO & . U
Coefficients d'ondelettes 2k R statistiques de test bootstrap
55 e _ ()
4

Estimées de paramétre de test

G =1/ Var* (67, )
4

p-valeurs bootstrap

A%
pm,,m,’
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Dénombrement et regroupement

Organigramme de la procédure de test

Analyse en ondelettes

D(%, k)

Transformée en ondelettes multivariée

. Estimées des paramétres d'autosimilarité

H

Statistique de test

5m,7n’

l

4

p-valeurs bootstrap

ok
p'm,'m’

Estimation bootstrap

Ré-échantillon bootstrap
£ D®@k) .

Ré-échantillon bootstrap =
D*(2, k)

Estimée bootstrap
IT(R)
o w(1)

Estimée bootstrap
H

=

Statistiques bootstrap
(1

m,m’

t

Estimées des
parameétres de test
K

o,

m,m/
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Dénombrement et regroupement
Validation de la procédure bootstrap

Simulations : 1000 réalisations, M = 6, N = 216
H =(0.8,0.8,0.8,0.8,0.8,0.8)

Estimation de o, ,,,» par boostrap
(Moyenne de Monte Carlo =+ intervalle de confiance 3 95%)

!
e 2] o] o] 5] ¢ Pl
™m

Gt 781 | 7.63] 759 735 7.48
P 759 | 751 | 742 750 | 7.65 ] ~
mom | 40,74 | £0.76 | £0.77 | £0.77 | £0.80
G’ 683 ] 684 ] 686 7.00
5 654 | 670 | 682 6098 |w
m,m! +0.57 | £0.62 | £0.65 | +0.71
Gt 582 | 6.36] 643
- 563 | 6.10 | 6.38 | @
Tm,m! +0.53 | £0.55 | +0.62
O 573 | 6.18
. 547 | 5.89 | =
Tm,m? +0.49 | £0.58
Crmam’ 5.45
5 539 | o
m,m’ +0.56

— Reproduction de la distribution 6, ,,» sous H,, = H},
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Dénombrement et regroupement
Validation de la procédure de test

Simulations : 1000 réalisations, M = 6, N = 216

Diagramme quantile-quantile
D, contre distribution uniforme

m =2 m =3 m' =4 m =5 m =6

Dry e uniforme
sous H,, = H,,»

H =(0.8,0.8,0.8,0.8,0.8,0.8) b
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Dénombrement et regroupement

Validation de la procédure bootstrap

Simulations : 1000 réalisations, M = 6, N = 216
H =(0.4,0.4,0.6,0.6,0.8,0.8)

Estimation de o, ,,,» par boostrap

(Moyenne de Monte Carlo =+ intervalle de confiance 3 95%)
!

‘x102H2‘3‘4‘5‘6m
m|
o 6.32
o 6.83
mom’ 40,77
Tm,m/’
A% o
U7n,7n’
Ormym! 7.12
o 6.99 w
m,m! +0.75
Om m/
=
Gyt
Cumom 6.94
& 6.39 | o
m,m’ +0.70

— Sous H,, # H),, reproduction de la distribution Sm,m/ sous H,, = H),
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Dénombrement et regroupement
Puissance du test

Simulations : 1000 réalisations, M = 6, N = 216

Diagramme quantile-quantile
D, contre distribution uniforme

m =2 m =3 m' =4 m =5 m =6
3
[
. Dryy . Uniforme
3 sous H,, = H,,/
I
3 Drm¢ S €carte de la
- I distribution uniforme
avec H,,, — H,, #0
3
H = (0.4,0.4,0.6,0.6,0.8,0.8) i
U
3
I
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Dénombrement et regroupement
Stratégie de partitionnement par graphe

— Graphe : nceuds H,,, matrice de similarité S = (§},, ./ )m,m/

Graphe

Noeuds

0@ o7
@@@
@
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Dénombrement et regroupement
Stratégie de partitionnement par graphe

— Graphe : nceuds H,,, matrice de similarité S = (§},, ./ )m,m/

Graphe Similarité S
Neeuds
O e
® ®
®
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Dénombrement et regroupement
Stratégie de partitionnement par graphe

— Graphe : nceuds H,,, matrice de similarité S = (§},, ./ )m,m/

— Partitionnement spectral [Filippone et al., 2008]

® Laplacien Ly = D*I(D -3S) M
Matrice des degrées (diagonale) D : Dy = Z Spnm!
m/=1
Graphe Similarité S Laplacien £,
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Dénombrement et regroupement
Stratégie de partitionnement par graphe

— Graphe : nceuds H,,, matrice de similarité S = (§},, ./ )m,m/
— Partitionnement spectral [Filippone et al., 2008]
® Laplacien Ly = D*I(D -3S) M
Matrice des degrées (diagonale) D : Dy = Z Spnm!

m’/=1
p1 0 e .. 0
0 g -0 - 0
® Décomposition spectrale : L, =V | O 0 -1
. : T 0
0 0 -+ 0 em

— Estimation du nombre de groupes : N¢ = argmax(prt+1 — Pk)
[Azran et Ghahramani, 2006]

— Partitionnement : k-moyenne sur Vi, ..., VNc
. Vecteurs propres
Graphe Similarité S Laplacien L, Valeurs propres Prop Partition
Neeuds
k .
@ so°° = ® ®
@ @ Imsgrandsam @ .
a : ®
ViVe
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Dénombrement et regroupement

Statégie de partitionnement par graphe

H = (0.4,0.4,0.6,0.6,0.8,0.8)

Similarité S

Valeurs propres du laplacien L,

2 + +
1
0 +
2 4 6
k

H = (0.4,0.6,0.6,0.6,0.8,0.8)

Similarité S

08 Valeurs propres du laplacien L,

2 +
0.6 +

B +
04 &1 +
0.2 ok
2 4 6

0 k

A\ Normalisation de L. — H,, uniques non détectés
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Dénombrement et regroupement
Détection de noeuds isolés

Suppression des H,, uniques avant partitionnement

— Décisions de rejet de Benjamini-Hochberg :
’
rejeter Hy, = Hopr si Py, 0 < aimm)

taux de fausses découvertes : o = 0.05 @ @ @ @ @
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Dénombrement et regroupement
Détection de noeuds isolés

Suppression des H,, uniques avant partitionnement

— Décisions de rejet de Benjamini-Hochberg :
’
rejeter Hy, = H,ppr Si Doy 1yt < asmm)

taux de fausses découvertes : o = 0.05 @ @ @ @ @

Graphe Similarité S Vectel opre: iti
qud@ imrarite Laplacien L., Valeurs propres cteurs propres Pamtg
® @ = o = ® @

® ® s ® @
e\gengap ®
@ o Vive
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Dénombrement et regroupement
Performances d’estimation du nombre de groupes

Simulations : 1000 réalisations, M = 20 composantes

Histogrammes des estimées N du nombre de partitions Nc

1000 1000 1000 1000 T
N — 217 500 500 500 500 E
0 0 0 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1000 1000 1000 1000 T
N — 218 500 500 500 500 I
0 0 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1000 1000 1000 1000
N — 219 500 500 500 500 I
0 0 0 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
H=(07 0.7) M =20
H=(06 0608...,0.8) M =10+ 10
H=(05,...,05,06,...,0.6,0.7,...,0.7) M=7+74+6
H= (04 ..... 0405...,0.5,0.67...,0.6,0.7) M=7T+6+6+1
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Dénombrement et regroupement
Performances du partitionnement

NMI: information mutuelle normalisée

(entropie conjointe des partitions exactes et estimées)
ARI: indice de Rand ajusté

(paires d’éléments correctement séparées ou rassemblées)

Performances (entre 0 et 1)
(Moyenne de Monte Carlo =+ intervalle de confiance & 95%)

l H H 2 partitions \ 3 partitions \ 4 partitions \
NMI'{10.99 £0.00|0.85+0.01 |0.83 £ 0.01
ARI [/ 0.98 +0.01|0.79 £ 0.01 | 0.75 £ 0.01

NMI || 0.99 £ 0.00|0.97 £ 0.00 | 0.95 £ 0.00
ARI [|0.98 £0.01|0.96 £ 0.01 | 0.92 £ 0.01

10 |[NMI[0.99 £ 0.00]0.99 £ 0.00 | 0.98 & 0.00
N=2 ARI [|0.98 £0.01|0.97 £0.01 | 0.97 £ 0.01

N:217

N:218

H =(0.6,...,0.6,0.8,...,0.8) M =10+ 10
H= (05 .,0.5,0.6,...,0.6,0.7,...,0.7) M=74+74+6
H=(04,...,04,0.5,...,0.5,0.6,...,0.6,0.7) M=7T+6+6+1

— efficacité du partitionnement spectral, méme a faible N
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Application biomédicale

Gliederung

® Application biomédicale
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Application biomédicale

Prédiction des crises d'épilepsie : données

Outils préts pour des données du monde réel:
® Stylométrie : 6 indicateurs — roman original ou traduit ?

® Données physiologiques 4-variées — détection de la somnolence
[Lucas et al., EMBC, 2022]

® Prédiction de crises d’épilepsie [Lucas et al., EUSIPCO, 2023]

Base de données

- CHB-MIT Scalp EEG
physionet.org/content/chbmit/

- 8 sujets pédiatriques

- 19 canaux échantillonés a 256Hz

Objectif : classification binaire de
fenétres 19-variées de 2 minutes

- état préictal : période quelques
minutes avant une crise d'épilepsie

19 paires d'électrodes - état interictal : période loin d'une
crise d'épilepsie
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Application biomédicale

Prédiction de crises d'épilepsie : invariance d'échelle

Analyse par patient

Fenétre interictale

10 :
5 1082 Smm (2
0
-5
10 - .
15 j=logy 2

12345678910 12345678910 12345678910

Fenétre préictale

10 _
5 [logy Sm,m(2?
0
-5
10 j=log,

12345678910 12345678910 12345678910

= Comportement invariant d’échelle multivarié sur 2! — 28 = 0.5Hz — 85Hz
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Application biomédicale

Comparaison des distributions des paramétres d'autosimilarité

Fréquences d'analyse 10Hz — 85Hz [Gadhoumi et al., 2015]
= Echelles d'analyse 271 = 2! — 272 = 2%
3

Patient 1 "y Patient 5 e interictal (169)
2 2 préictal (15)
1 E 1
ol w;& 0} % AL
3 _ 3
Patient 2 HMbe interictal (164) Patient 20 b interictal (112)
2 préictal (10) 2 préictal (22)
1 : @ﬁﬁﬁ?ﬁﬁﬁ“ﬁ AL
0 0 : BATERGS
m.]
3 - 33— -
Patient 3 Hbe interictal (154) oy Patient 21 HMbe interictal (144)
2 préictal (28) 2 préictal (14)
m |
ay Patient 22 b interictal (139)
préictal (14)
1

o

M&%&Qﬁ%&&@ Wi

— Différences entre distributions interictales et pre|cta|es par patient
— Différences entre les différents patients
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Application biomédicale

Prédiction des crises d'épilepsie : invariance d'échelle

Test de Wilcoxon : v .
. . . Kol s 3 Vi El Y
p-valeurs (interictal contre preictal) pour H , H et H
Seuils de Benjamini-Hochberg (comparaison multiple)

Tog1g Prim) Patient 1 10810 Pr(m) Patient 5
0 + 0 ——
-5 +++++ 5
+ a
-10 hood vy -10
BH L kit —— 15 m
0810 Pr(m) Patient 2 T0g10 Pr(m) Patient 20
! u;gagumusmll 0 Y o
5 5 ﬁg;mssw
10 10
15 15
logip Prim) Patient 3 T0g10 Pr(m) Patient 21
0 | 0 4
4 8
e 5
10 10
m o
10819 Pr(m) Patient 4 10810 Pr(m) Patient 22
0 4 0 | ankkEABAAASS
5 W“W; S| ARRRAAETS G000
T 4800000
10 -10
15 m s "
1 10 20 1 10 20

— Différences entre états interictaux et preictaux par patient
- significatives pour tous les patients

. ~ M,bc
- plus significatives avec H
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Application biomédicale

Prédiction des crises d'épilepsie : classification

— Classification par patient [Lucas et al., EUSIPCO, 2023]

— Procédure pour chaque patient:

Distribution de référence distribution empirique de H, 1

sous hypothése nulle

o o

100 fenétres interictales| EEp I u”

| distribution empirique de [,

sous hypothése nulle

Py préical orneric

- K - o Procédure de Benjamini-Hochberg
—> décision de rejet (seuil o)

ol les Hy,...,Hy sont

i

- soit les estimées univariees HY ... HY,
. . L - Py M,b Ay M ,b
- soit les estimées multivariées corrigées H, ‘o, H,p ‘.

— Méme procédure avec M (M + 1)/2 estimées multivariées classiques H,, ,,/
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Application biomédicale

Prédiction des crises d'épilepsie : performances de classification

Courbes ROC avec AUC (aire sous la courbe)

Patient 1 Patient 2
05 X 8;;:7, + M estimées
0.0.63 univariées HY
1 Patient 3 Patient 4
0.5 L oeo] 2 M(.]\/[,+ 1)/2
A 0.60 estimées
o o 2.0.76 multivariées
| Patient 5 Patient 20 classiques H,, .,/

M estimées
o 0 multivariées
Patient 21 Patient 22 corrigées Hgljv <

GO~
(o)

0.5

Puissance Puissance Puissance Puissance

31
. 0 0.57
0 0.5 10 0.5 1

Taux de fausses alarmes Taux de fausses alarmes

7 M, be / AU
an ~ H'm"m’ Z Hm
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Conclusion
Résultats et perspectives

Résultats
® Estimation de H robuste au biais de répulsion
® Tests d'égalité : partitionnement de H en paramétres égaux
® Boite a outils MatLab en ligne : github.com/charlesglucas/ofbm_tools
® Applications biomédicales : procédure de classification

Travaux en cours
® Grande dimension : M grand avec N limité
— Triple limite : M — 400, N — 400, 291,...,292 — 400
— Perte de la normalité multivariée de I'estimateur
— Nouvelle approche du partitionnement de H [Lucas et al., GRETSI, 2023]

Perspectives
® Prise en compte de l'irréversibilité en temps :

fdd
{Basw(t)}er # {Buzw(—t)ter
® Extension a deux dimensions : texture d'images et anisotropie
(e.g. imagerie hyperspectrale)

dd
{Basw(a"2)}pere = {02Br s w(2)}oere, Va € R?
E : matrice 2 x 2 caractérisant |'anisotropie
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Conclusion
Communications

— Estimation

[Lucas et al., 2023a] C-G. Lucas, P. Abry, H. Wendt and G. Didier, Multivariate self-similarity:
Multiscale eigen structures for the estimation of Hurst exponents. Soumis.

— Applications

[Lucas et al., EMBC, 2022] C-G. Lucas, P. Abry, H. Wendt and G. Didier, Drowsiness
detection from polysomnographic data using multivariate selfsimilarity-based eigen-wavelet
analyses, EMBC, Glasgow, Scotland, 2022.

[Lucas et al., EUSIPCO, 2023] C-G. Lucas, P. Abry, H. Wendt and G. Didier, Epileptic seizure
prediction from eigen-wavelet multivariate selfsimilarity analysis of multi-channel EEG signals,
EUSIPCO, Helsinki, Finland, 2023.

— Dénombrement et regroupement de paramétres égaux

[Lucas et al., EUSIPCO, 2021] C-G. Lucas, P. Abry, H. Wendt and G. Didier, Bootstrap for
testing the equality of selfsimilarity exponents across multivariate time series, EUSIPCO,
Dublin, Ireland, 2021.

[Lucas et al., ICASSP, 2022] C-G. Lucas, P. Abry, H. Wendt and G. Didier, Counting the
number of dif- ferent scaling exponents in multivariate scale-free dynamics: clustering by
bootstrap in the wavelet domain, ICASSP, Singapore, 2022.

[Lucas et al., GRETSI, 2022] C-G. Lucas, P. Abry, H. Wendt and G. Didier, Multivariate
time-scale bootstrap for testing the equality of selfsimilarity parameters, GRETSI, Nancy,
France, 2022.

[Lucas et al., 2023b] C-G. Lucas, P. Abry, H. Wendt and G. Didier, Multivariate self-similarity
parameter counting: Spectral clustering using wavelet-domain bootstrap. En cours d'écriture.
— Grande dimension

[Lucas et al., GRETSI, 2023] C-G. Lucas, P. Abry, H. Wendt, G. Didier and O. Orejola,
Bootstrap based test for the unimodality of estimated Hurst exponents. Performance
assessment in a high-dimensional analysis setting, GRETSI, Grenoble, France, 2023.
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Conclusion
Lois de puissance des valeurs propres

Idée de la démonstration [Abry et al., 2018a; 2018b]

By .s.w autosimalaire = S(a(N)27) X a(N)Z+3D §(27)q(N)E" +2"

avec a(N)Z = a(N)Wdiag(E)W*1

a(N)™ 0 cee e 0
0 a(N)™2 0
=W 0 0 wt
: : . 0
0 0 e 0 a(N)HM

— Valeurs propres A, (27) de S(27) asymptotiquement bornées :

5\m(2j) A lm avec 0 < I, < By

— Encadrement des valeurs propres A, (a(N)27) de S(a(N)2”) par les valeurs
propres de a(N)(g+%')a(N)(£T+%'), i.e. par les a(N)>Tm+!

— Am(a(N)27) o a(N)?Hm+l



Conclusion

Etude des performances d’estimation empiriques

Simulations de Monte Carlo :
® 1000 réalisations
® M = 6 composantes

® Tailles d'échantillon N € {2'3 ... 2'%}
e 2 différent vecteurs H :
® Hi=...=Hy =07
® Hy#...#Hy : H=(0.4,0.5,0.6,0.65,0.7,0.8)

® Matrice de mélange aléatoire non orthonormale W # | ou W = I
e Corrélation X # | avec 3, v = 0.7m=ml 1 <m<m/ <M

Analyse en ondelettes :
® Ondelette mére : Daubechies2
® Régressions linéaires de 291 = q(N)2° a 22 = q(N)2°
avec log, a(N) = |Blog, N/No|, 8 = 0.9, Ny = 2"



Conclusion
Performances d'estimation

. . . ., U
+ estimation univariée H

W1

Ondelette mére :

0
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-16
-20

Hi#...# Hy

. . .. M
A estimation multivariée H

o estimation multivariée corrigée H

Daubechies2
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Ondelette mére : Daubechies10
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— p e e s S
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logy N logy N log, N
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13 14 15 16 17 18
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Conclusion
Performances d'estimation

. . . ., U
+ estimation univariée H

W1

I LM
H o =..=Hy A estimation multivariée

. . . ., ., ~ M,bc
o estimation multivariée corrigée H

Ondelette mére :

0
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Conclusion
Performances d'estimation

. . . ., U
+ estimation univariée H

W=l o M
A estimation multivariée H

Hi#...# Hu 4 e

. . L . M
o estimation multivariée corrigée H

Ondelette mére :

Daubechies2
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Performances d'estimation

. . . ., U
+ estimation univariée H
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Conclusion
Performances d'estimation

W #I
Hy#...# Hy

Norme spectrale :

0
-4
-8

-12
-16
-20

. . .., ~U
+ estimation univariée H

N .., aM
A estimation multivariée H

o estimation multivariée corrigée H

~ M,bc
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log, N log, N logy N
13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18 13 14 15 16 17 18

Norme de Frobenius :

log, (|[sBias(H)]| ) log, (|| Cov(H) | r) log, (|IMSE(A) | )
Configl —T —T
e o[~ | [T
logy N logy N log, N
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Performances d'estimation

Norme spectrale :

0
-4
-8

-12
-16
-20

log (|[sBias() |2)

. . .., ~U
+ estimation univariée H

N .., aM
A estimation multivariée H

~ M,bc

o estimation multivariée corrigée H

log, (|| Cov(H) )

log, (|IMSE(H) |1»)

N—H—A—A

: log, N

IS = — —

log, N

B

logy N

13 14 15 16 17 18

Norme de Frobenius :

H)llr)

log, (||sBias(

13 14 15 16 17 18

log, (|| Cov(H) | r)

13 14 15 16 17 18

log, (|IMSE(A) | )

Config2

\—H—A—A

T

082

L e e ey

logy N

s

log, N




Conclusion
Performances d'estimation

W=l
Hi#...# Hy

Norme spectrale :

0
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Performances d'estimation

. . . ., U
+ estimation univariée H

W =1 M
o o A estimation multivariée H
Hy=...=Hy - M,bc
o estimation multivariée corrigée H '
Norme spectrale :
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Conclusion

Corrélation des estimateurs

. . . ., U

W1 + estimation univariée H
7 A estimati ltivariée "

H, = = Hy estimation multivariée H

bc

. . L ., ~M,
o estimation multivariée corrigée H

1 m =2 m =3 m =4 m =5 m =6
0.5 3
= === = || FOBSB®Y | RFSRREEY | NSRRI | PSS
07‘—1' log, N log, N log, N log, N log, N|™

1315 17 1
0.5 At s
Onm’m%m o-s-a-0-as])
'Uj log, N logy, N log, N log, N|™
13 15 17 1
05 —————t 3
= == _|ieewow! | NUNN,
’U": log, N log, N log, N|*°
13 15 17 1
0.5 3
(e, ) [fwevwe]| RIS
corr ’ 5
mySam ’U;‘l’ log, N log, N|*
13 15 17 1

0 |-ttt I
0.5 log, N1

13 15 17

L o - M,be M .
— Quasi-décorrélation de I~ et H , méme pour N faible



Conclusion

Corrélation des estimateurs

. . .., AU
W =1 + estimation univariée H
- . . . ., ~M
Hy, = — Hy A estimation multivariée H
T . . . ., ., ~ M,bc
o estimation multivariée corrigée H
1 m =2 m =3 m =4 m =5 m =
05 | g 3
0 b = s ITS s | s aae TS W |y
07‘—1' log, N log, N log, N log, N log, N|™
131517

i ey ||

'U‘i logy N logy N logy N log, N|™
3 15 17 1
i =====1
0 I ==== P
’U"; log, N log, N log, N|*°
13 15 17 1
0.5 — 3
A~ ﬁ ) 0 Beg-o o a =M
corr ’ - g
( mySam 70,‘1) log, N log, N 1™
13 15 17 1
0.5 13
0 Bttt B H
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Conclusion
Variance des estimateurs

Hi#...# Hy

W

0.5
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Variance des estimateurs

J=ij1 Maj
W =1
Hy#...# Hy
Var(HY)/Vy —1  Var(HM)/Vy —1  Var(HMb)/Vy — 1
"Ly || it
oRE-E T R = e L = =
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Conclusion

Etude des performances de partitionnement empiriques

Analyse en ondelettes :

® Ondelette mére 1) : Daubechies3
® Régression linéaire de :

e 28 3211 pour M =6

® 27 3 210 pour M =20
® Meélange W inversible et non orthonormal aléatoire
e ¥ = diag(o1,...,om)pdiag(o1, ..., oum)T
® p=05etoy =1pour M =6
® p=0.5et oy =2" pour M =20

Bootstrap :
® R = 500 ré-échantillons
® Taille des blocs Np = taille du support de Yo = 6
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Test pour H; = ... = H); : statistique et puissance

~ M,bc S ~ =1 . M,bc S
I 1,bc T ’ I,bc
Statistique : T = (F""° — (FIM-b<),,.) (z;{) (EC My,
—sous Hy = ... = Has, x% a M — 1 degrés de liberté pour N grand
1 1
£ 0.8 £ 0.8
K 3
é' 0.6 é’ 0.6
g g
L4 504
g £
A A
0.2 M. My) = (1,3) 0.2 o (M, M) = (2,8)
o (M, M) = (2,2) o (M, M,) = (5,5)
e —
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
AH AH
1 1
g 0.8 é 0.8
g
206 z06
] g
g 0.4 - N =21 ; 0.4 -~ N =21
3 —N =2 g —N =2
—— N =218 7 —— N — 218
S o2 N-2 So2 N-2
1 A My, My, M) = (1,1,1,1 My, My, My, M) = (2,3,2,3
0 0
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
AH AH

H=05+(0,...,0,AH,...,AH,2AH,... 2AH,3AH. ... 3AH)
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Test pour H,,, = H, 41 : procédure

® Formulation :
- M —1 hypotheése : Hpy = Hppg1, 1 <m < M
- Tri des estimées corrigées : ﬁT(l) <...< ﬁT<M)
- Statistiques : 0, = AT(erl) — H,(m)

® Distribution approximative :
- ém normale repliée pour N grand et M petit
- 0m demi-normale FN(0,6.,) pour N grand et M petit sous Hpy, = Hpp41

® p-valeurs : P, =1 — F}'N(o,am)(ém)
e Décisions d\™ : procédure de Benjamini-Hochberg sur les p-valeurs p,,

® Partitionnement :

;o A |
({0 ()

dP =0 dP =0 d® =1 d® =0 d9® =0

— Estimation de &,,, par bootstrap
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Test pour H,,, = H,, 11 : estimation des paramétres

Estimation du paramétre &,,, de la loi demi-normale par bootstrap :

® Reproduction de H1 = ... = Hjps [Lucas et al., ICASSP, 2022] :

<x(r) _ gpx(r) i+ (T) x(r) 7 * (1) ~ x (1)
(Sm - H‘r*(r)(m+1) - Hr*(7')(m)’ ﬂ - ﬂ - <ﬂ >r

= estimer le paramétre G, de loi demi-normale

® Reproduction de |I'hypothése observée [Lucas et al., GRETSI, 2022] :

Sx(r) _ ppx(r) Fr(r)
5m - HT*(T)(m+1) - T*(T)(m)

= estimer le paramétre 5;,, de loi normale repliée

Signal multivarié Transformée en ondelettes multivaride| Estimées des exposants de_ 7, Statistiques de test Décisions des tests
=) D%, k) = Horst ordornées A, | = 5m ao, ... dMn =

l Reproduction de I'ypothése nulle

Eshmees hooslmp centrées ordonnées
®
Ré-échantillon bootstrap
C DA
5 - Esumees zmaswap centmes ‘ordonnées stauanues boaslrap
Ré-échantillon bootstrap I
DD, k)

Reproduction de I'hypothése observée

Esumees boostrap ordonnées
Estimées bocs(rzp ordonnées ‘Statistiques boostrap
&
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Test pour H,, = Hp, 11 : performances

Reproduction de Hy = ... = Hu

Diagrammes quantile-quantile
Py, contre distribution uniforme

Scenariol
m=1 m=2 m=3 m=4 m=5
ScenarioZ
m=1 m=2 fl | m=3 m=4 m=5
Scenariod
m=1 m=2 m=3 m=4 m=5

e
S_—

cenariod
m=1

m=2 Fl | m=3 | | m=4 m=5

AN
AN =27
a4 N =28




Conclusion

Test pour H,, = Hp, 11 : performances

Reproduction de I'hypothése observée

Diagrammes quantile-quantile
Py, contre distribution uniforme

Scenariol
m=1

Scenario2
m =1

Scenario3

m=1 m=4 m=>5
cenariod

m=1 m=4 m=>5
AN=2"

a N =27

a N =28




Conclusion

Partitionnement : comparaison de laplaciens

Partitionnement spectral sur
e Laplacien normalisé £, = D™'(D — S)
Désavantage : ne permet pas d'identifier des nceuds isolés
® Laplacien combinatoire L =D — W
Désavantage : moins adapté que L,,, pour la convergence
[Von Luxburg, 2008; Sarkar, 2015]
Laplacien L,y

Valeurs propres de Ly

0.5 2 + + H
0 &1
0.5 0+ +
2 4 6
k

Laplacien £

0.5 2
+
0o &1 *
205 O + + +
2 4 6

H =(0.4,0.4,0.6,0.6,0.8,0.8)



Conclusion

Partitionnement : comparaison de laplaciens

Partitionnement spectral sur
e Laplacien normalisé £, = D™'(D — S)
Désavantage : ne permet pas d'identifier des nceuds isolés
® Laplacien combinatoire L =D — W

Désavantage : moins adapté que L,,, pour la convergence
[Von Luxburg, 2008; Sarkar, 2015]

Laplacien L,

Valeurs propres de Ly

2 H
+
+
&1 +
]
2 4 6
k

Laplacien £

Valeurs propres de £

2 H
0.5 +
§1 i
Y
2 4 6
k
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Conclusion

Partitionnement : comparaison de laplaciens

Partitionnement spectral sur
e Laplacien normalisé £, = D™'(D — S)
Désavantage : ne permet pas d'identifier des nceuds isolés
® Laplacien combinatoire L =D — W

Désavantage : moins adapté que L,,, pour la convergence
[Von Luxburg, 2008; Sarkar, 2015]

Laplacien L,

Valeurs propres de L,

1.5 A
0.5 I
.1 +
& +
0.5 +
0
04++
05 5 1(])C 15 20
Laplacien £
4 Valeurs propres de £
+
3 ++
1 ++1F
SRS ++tt
L 2t ¥
+
0 0

5 10 15 20

s
[

(0.4,...,0.4,06,...,0.6,0.8,...,08), M=6+7+T7



Conclusion

Partitionnement : comparaison de laplaciens

Partitionnement spectral sur
e Laplacien normalisé £, = D™'(D — S)
Désavantage : ne permet pas d'identifier des nceuds isolés
® Laplacien combinatoire L =D — W

Désavantage : moins adapté que L,,, pour la convergence
[Von Luxburg, 2008; Sarkar, 2015]

Laplacien L,

Valeurs propres de L,

0.5 1
R
o ettt
o Tosp
04+
-0.5 5 10 15 20
k
Laplacien £ 5
A Valeurs propres de £
+
T
3 A At
2 & +
2 ++
1 +
0 0

5 10 15 20
k

=(0.4,...,0.4,06,...,0.6,0.8), M=9-+10+1

88
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Partitionnement : Indice de Rand ajusté

ARI, Adjusted Rand Index
2 partitionsde V = {1,...,M}: U ={U1,Us,...,Ur}, V ={V1,V2,...,Vc}.

RI = (a+b)/ (]‘24>

® g : nombre de paires d'éléments de V dans le méme sous-sensemble 3 la
fois dans V' and dans U

® ) : nombre de paires d'éléments de V dans différents sous-sensembles 3 la
fois dans V' and dans U

RI — ERI

ARL= max(RI) — ERI
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Partitionnement : Information mutuelle normalisée

NMI, Normalized Mutual Information

2 partitionsde V = {1,...,M}: U= {Uy1,Us,...,Ur}, V = {V4,Va,...

H(U)+ H(V) - H(U,V)

NMI =
H(U)H(V)
avec
H(U) ==Y g, log,(q,.)
H(V) == q,log(q.;)
J
H(U,V) == qi,;logy(q;)
i
with:

® q;.;, = P(U; NV;) : proportion d'éléments a la fois dans U; et V;
® ¢;,. = P(U;) : proportion d’'éléments dans U;
® q.,; = P(V;) : proportion d'éléments dans V;

Vel



Conclusion

Prédiction de crises d'épilepsie : pré-traitement et analyse des données

- Univarié : N/27 =n; > 8

- Multivarié : N/27 =n; > 4M (= S(27) de rang plein)

- M =19 =>~20= N »2/*°

— Lois de puissance de 2! 3 28 = N > 28+6 = 914

— Fréquence d'échantillonnage fo = 256Hz = fenétres de 2'°/256 ~ 2mn

Ondelette mére : Daubechies2

Bootstrap : R = 500 ré-échantillons, taille des blocs Ng = 4
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Stylométrie : romans VO/VT

Romans francais : 20 en version originale (VO), 25 en version traduite (VT)
Taille des romans (nombre de phrases) : de 971 a 14 587, en moyenne 6 157

Chanson douce (VO)
T

T T T T T
lettres
Lk b dhdurbbnasidinin bbbl WU ATUIPTY IPATI W O
virgules
abinsdub ottt drsbehamh pec b o oot et lin
exclamation

intirrogation

dﬁux points

tirets

NN [ . I I N

je I II

C

Occurences

o
et

adverbe 'ment’

MMHMMWMUW
™4 1 [ ISR I N LR

lemme dire
mots

bk ket rteti i oobihtinbowtettlissthbnalbsod

Phrase

= —




Conclusion

Stylométrie : analyse 6-variée

Chanson douce (VO)

virgules

mots

et
lemme Dire

adv 'ment’

Occurences

Phrase
| Corrélations || lettres | virgules | mots | et | lemme Dire | adv "ment" |

lettres 1 0.67 0.98 | 0.45 0.11 0.14
virgules 0.67 1 0.66 | 0.20 0.11 0.05
mots 0.98 0.66 1 0.46 0.13 0.10

et 0.45 0.20 0.46 1 0.02 0.07
lemme Dire 0.11 0.11 0.13 | 0.02 1 0.04

adv ‘ment’ 0.14 0.05 0.10 | 0.07 0.04 1

Objectif : comparaison entre VO et VT par autosimilarité multivariée
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Stylométrie : analyse 6-variée

Baron (VO)
lefitres ‘ ‘ ‘
i
2 mots
CE; ad
: ‘ ‘ ‘ Pl;rase ‘ ‘ ‘ ‘ -
| Corrélations || lettres | virgules | mots | et | lemme Say | adv 'ly’
lettres 1 0.51 0.97 0.39 -0.01 0.21
virgules 0.51 1 0.49 0.14 0.23 0.16
mots 0.97 0.49 1 0.39 0.00 0.17
and 0.39 0.14 0.39 1 -0.06 0.04
lemme Say -0.01 0.23 0.00 | -0.06 1 0.02
adv ‘ly’ 0.21 0.16 0.17 0.04 0.02 1

Objectif : comparaison entre VO et VT par autosimilarité multivariée
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Stylométrie : analyse 6-variée

Analyse en ondelettes sur les échelles 2 3 2'°82(N)—4

Romans francophones : lettres, virgules, mots, ‘et’, lemme Dire, adverbe ‘ment’
5 : . : : 5 : : : :

5 1 -5
-10 JH -10
—e—logy A\ (2
15 -15
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
j =log,2’ J =logy 2/
Romans anglophones : lettres, virgules, mots, ‘and’, lemme Say, adverbe ‘ly’
5 . . . . . 5 . . . .
0
5
-10
-15
0

j =log, 2



Stylométrie : analyse 6-variée

Romans francophones : lettres, virgules, mots, ‘et’, lemme Dire, adverbe ‘ment’

Conclusion

Analyse en ondelettes sur les échelles 23 3 2'°82(N)—4
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Conclusion

Stylométrie : analyse 6-variée

Analyse en ondelettes sur les échelles 2° 3 2'°82(N)—4

Romans anglophones : lettres, virgules, mots, ‘and’, lemme Say, adverbe ‘ly’
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rtitionnement par graphe des ans

Conclusion

11\5fombre de H dans les (20) romans en VO

4ARI entre les (20) romans en VO

moyenne=0.65
écart-type=0.26

11\510mbre de H dans les (25) romans en VT

4ARI entre les (25) romans en VT

moyenne=0.67
écart-type=0.27
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Régime asymptotique de grande dimension

Dans certaines applications : M grand avec N limité
— Magnetoencephalographie (MEG): M ~ 100

— Imagerie par résonance magnétique fonctionnelle (IRMs): M ~ 10000

Cadre asymptotique

Triple limite :
® N — 4o
e 201 972 4 1o
® M — 400
vitesse controlée par
M
W —c1 €[0,1]
M
W — CJ (S [0, 1]

Etude numérique : 100 réalisations, ¥ = |, W orthonormale aléatoire



Conclusion
Enjeux de la grande dimension

H=(06,...,06,08,...,0.8),  M=M/2+ M/2

Diagramme quantile-quantile de H contre x? a M degrés de liberté

M _ 1
N/272 — 8
N =21 ¢ N = N =2
M =2* = M = {1 (M =28 =
- o
i 4
M__ 1
"Nj/272 T 4
N =210 / N =212 / N =21
M=2! M =25 / M =26 =
i+ i+/+ /‘/Jf/*




Conclusion

Enjeux de la grande dimension

H=(06,...,0.6,08,...,0.8), M= M/2+ M/2
. .. ., M _ 1
Matrices de similarité S pour s = 8
N=2" M=2"j=24j,=4 N=28 M=2j=3j=5 N=285M=20j=4j=6
- -
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
. C M _ 1
Matrices de similarité S pour o7 = ;
N=2"M=2"j=2j=4 N=22M=2j=3j=5
0.8
0.6
0.4
0.2




Conclusion
Enjeux de la grande dimension

H=(06,...,0.6,08,...,0.8), M=M/2+ M/2
Histogramme des nombres de partitions estimés par partitionnement spectral

M 1

N/272 — 8
N =21 100: N =25
M=2 i M:ZG
1=2 | =
= 50 =6
J2=4 ! J2

0 0
34567 1234567 2 14 26 38 50 62

N =210
M =2
n=2
=4

0
123834567 1234567 12345617

= Surestimation



Conclusion
Comportement de |'estimateur en grande dimension

H=(H,..

au traversde m =1

L Hi Hy,y oo Hoy ... Hne, - Hyg)
| —

p1

p2

Histogrammes des H,,

M et 100 réalisations

0 03 06 09 0
Proportions p; de valeurs H; dans H égales
avec AH = H,+1 — H;

03 06 09 0

0.3

AH =0 ! ! 1
| =
M=2 M=2 M =20
N =21 N =21 N =2
1= =3 =4
Ja=4 Jj2=5 Jj2=6
AH=02 | |
M=2! il M=2 M=2°
N = 9l0 i N =912 N = ol
n=2 N R n=4
Jo=4 i gl j2=5 J2=6
I
I
SH=02 | T T
M=2" 1 M=2 1 1 M=25 1
N =210 1 1 N =212 1 1 N =2 | 1 |
PECRES EEEVETEN ¥ ! NN Y |
Jo=4 I Jp=5 | | J2-=6 I
1 I |
1 |

0.6 09

PNg

Conjecture
Nombre N¢ de valeurs
différentes H; dans H

=
Nombre de modes dans A
[Orejola et al., 2022]

{

Tests de multimodalité sur H



Conclusion

Dénombrement en grande dimension

— Hy=...= Hy ? = Test d’'unimodalité sur H [Lucas et al., GRETSI, 2023]
— Estimation du nombre N¢ de paramétres différents dans H:

® Tester Hék): “au plus k > 2 modes dans H'"' [Silverman, 1981]

e Estimée de Nc: plus petit k telle H(()k) non rejetée

* Histogrammes de Nc sur 100 réalisations :

N/272 8 N/292 4
N 1 N 10 e N =21
M=2 M=2 M=2 M=2
50 50 50
0
4 5 4 5
N =21 N =2
M=2 M=2
50
0
4 5 4 5
T
M =2
|
|
50 |
|
|

4 5 2 3 4 5 2 3 4 5 2 3 4 5

2 3 2 3 5
Nc¢ valeurs en mémes proportions dans H
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